
Ãëàâà 5

Òåîðèÿ íà ïåðòóðáàöèèòå

5.3 Òåîðèÿ íà ñòàöèîíàðíèòå ïåðòóðáàöèè: ïðèìåðè

Âîäîðîäåí àòîì ñ ðåëàòèâèñòè÷íè ïîïðàâêè: ôèíà ñòðóêòóðà

Ñïåêòúðúò íà âîäîðîäíèÿ àòîì áåøå èçâåäåí áåç äà îò÷èòàìå ñïèíà è ðåëàòèâèñ-

òè÷íîòî äâèæåíèå íà åëåêòðîíà. Òåîðèÿòà íà ñòàöèîíàðíèòå ïåðòóðáàöèè äàâà âúç-

ìîæíîñò äà ñå îò÷åòàò òàêèâà êîðåêöèè êúì åíåðãèèòå íà åëåêòðîííèòå ñúñòîÿíèÿ.

Âúëíîâàòà ôóíêöèÿ íà åëåêòðîíà âúâ âîäîðîäíèÿ àòîì å

Ψnlm(r) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ), (5.1)

êúäåòî n, l è m ñà ñúîòâåòíî ãëàâíîòî, îðáèòàëíîòî è ìàãíèòíîòî êâàíòîâè ÷èñëà.

Ðàäèàëíàòà ÷àñò íà âúëíîâàòà ôóíêöèÿ å

Rnl(r) = Cnlρ
le−ρ/2L2l+1

n−l−1(ρ), (5.2)

êúäåòî ρ = 2Zr/na, êàòî a = h̄2/(me2) = 0.529 × 10−10 m å àòîìíàòà åäèíèöà çà

äúëæèíà, à e è m ñà çàðÿäúò è ìàñàòà íà åëåêòðîíà. Èíòåãðàöèîííàòà êîíñòàíòà å

Cnl =

√(
2Z

na

)3 (n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3
. (5.3)

Çà âîäîðîäíèÿ àòîì èìàìå Z = 1.

Â ðåëàòèâèñòè÷íàòà êâàíòîâà ìåõàíèêà ñå äîêàçâà, ÷å ðåëàòèâèñòè÷íèòå è ñïè-

íîâèòå ïîïðàâêè ìîãàò äà áúäàò âúâåäåíè ÷ðåç äîáàâÿíå êúì Õàìèëòîíèàíà íà

ñëåäíèòå ÷ëåíîâå:

V̂ = V̂1 + V̂2 + V̂3. (5.4)

Òóê

V̂1 =
Zh̄2e2

2m2c2
δ(r)

r2
(5.5)

1
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ñå íàðè÷à ïîïðàâêà íà Äàðâèí,

V̂2 = −
(
E +

Ze2

r

)2
1

2mc2
(5.6)

å ðåëàòèâèñòè÷íà ïîïðàâêà êúì êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ íà åëåêòðîíà, à

V̂3 =
h̄2

2m2c2
1

r

∂V

∂r
(ŝ.̂l) =

Ze2h̄2

2m2c2r3
(ŝ.̂l) (5.7)

å ñïèí-îðáèòàëíîòî âçàèìîäåéñòâèå, ò.å. ðåëàòèâèñòè÷íîòî âçàèìîäåéñòâèå íà ñïè-

íîâèÿ ìàãíèòåí ìîìåíò íà åëåêòðîíà ñ Êóëîíîâîòî ïîëå íà ÿäðîòî. Â òåçè ôîðìóëè

δ(r) å äåëòà-ôóíêöèÿòà íà Äèðàê, c å ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà âúâ âàêóóì, ŝ å ñïè-
íúò, à l̂ å îðáèòàëíèÿò ìîìåíò íà åëåêòðîíà. Âñè÷êè ïîïðàâêè ñà îò ïîðÿäúê v2/c2,
êúäåòî v å ñêîðîñòòà íà åëåêòðîíà. Òîçè ïàðàìåòúð å ìàëúê (v2/c2 � 1), êîåòî íè
ïîçâîëÿâà äà ïðèëîæèì òåîðèÿòà íà ñòàöèîíàðíèòå ïåðòóðáàöèè.

Äà ðàçãëåäàìå åäíî ñúñòîÿíèå íà âîäîðîäîïîäîáíèÿ àòîì ñ ãëàâíî êâàíòîâî ÷èñ-

ëî n ñ íåïåðòóðáèðàíà åíåðãèÿ

En = −E0

2

Z2

n2
, (5.8)

êúäåòî E0 = me4/h̄2 å àòîìíàòà åäèíèöà çà åíåðãèÿ (õàðòðè). Ñúîòâåòíàòà âúëíîâà
ôóíêöèÿ îò÷èòà èçðàæäàíåòî ïî ïðîåêöèèòå ml è ms è å ñóïåðïîçèöèÿ îò ñúñòîÿ-

íèÿòà ñ ðàçëè÷íè ml è ms,

|nljmj〉 =
∑
ml,ms

〈lmlsms|jm〉|nlml〉|sms〉. (5.9)

Ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà ïîïðàâêèòå V̂1, V̂2 è V̂3 â áàçèñà {|nljmj〉} ñà äèàãîíàëíè,

〈nljmj |V̂k|nl′j′m′j〉 = 〈Vk〉δll′δjj′δmjm′
j
, (5.10)

êúäåòî

〈V̂1〉 = 〈nljmj |V̂1|nljmj〉 =
Ze2h̄2

8m2c2
[Rnl(0)]2, (5.11à)

〈V̂2〉 = − E2

2mc2
− ZEe2

mc2

∫ ∞
0

[Rnl(r)]
2rdr − Z2e4

2mc2

∫ ∞
0

[Rnl(r)]
2dr, (5.11á)

〈V̂3〉 = 〈nljmj |V̂3|nljmj〉 =
Ze2h̄2

2m2c2

〈
ŝ.̂l

r3

〉
=
Ze2h̄2

2m2c2
〈̂j2 − l̂2 − ŝ2〉

2
〈r−3〉. (5.11â)

Òóê ùå èçïîëçâàìå íÿêîëêî ïîëåçíè ôîðìóëè çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà ðàçëè÷íè

ñòåïåíè íà r̂k,

〈r̂k〉 = 〈Rnl(r)|r̂k|Rnl(r)〉 =

∫ ∞
0

[Rnl(r)]
2rk+2dr. (5.12)



5.3. ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÈÒÅ ÏÅÐÒÓÐÁÀÖÈÈ: ÏÐÈÌÅÐÈ 3

Èìàìå çà âîäîðîäîïîäîáíèÿ àòîì

〈
r2
〉

=
a2n2

2Z2

[
5n2 + 1− 3l(l + 1)

]
, (5.13à)

〈r〉 =
a

2Z

[
3n2 − l(l + 1)

]
, (5.13á)〈

r−1
〉

=
Z

an2
, (5.13â)〈

r−2
〉

=
Z2

a2n3
(
l + 1

2

) , (5.13ã)

〈
r−3
〉

=
2Z3

a3n3l(l + 1)(2l + 1)
. (5.13ä)

Òàêà ïîëó÷àâàìå

〈V̂1〉 =

 0 çà l 6= 0,
Z4α2

2n3
E0 çà l = 0.

(5.14à)

〈V̂2〉 =
Z4α2

2n3
E0

(
3

4n
− 1

l + 1
2

)
, (5.14á)

〈V̂3〉 =
Z4α2

2n3
E0
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

l(l + 1)(2l + 1)
=
Z4α2

2n3
E0

2l + 1
×


0 çà l = 0,
1

l + 1
çà j = l + 1

2 ,

−1

l
çà j = l − 1

2 .

(5.14â)

êúäåòî

α =
e2

h̄c
≈ 1

137
(5.15)

å ôóíäàìåíòàëíà ôèçè÷íà êîíñòàíòà, íàðå÷åíà êîíñòàíòà íà ôèíàòà ñòðóêòó-

ðà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å v/c = α, êúäåòî v å ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà ñêîðîñòòà â

îñíîâíîòî ñúñòîÿíèå íà âîäîðîäíèÿ àòîì.

Îáùàòà ðåëàòèâèñòè÷íà ïîïðàâêà êúì åíåðãèèòå íà âîäîðîäíèÿ àòîì ñå äàâà ñ

ε
(1)
nl = 〈V̂1〉+ 〈V̂2〉+ 〈V̂3〉. (5.16)

Çà l = 0 èìàìå j = 1
2 è ïîëó÷àâàìå

ε
(1)
nl =

Z4α2

2n3
E0

(
3

4n
− 1

)
. (5.17)

Çà l = 1, 2, . . . è j = l + 1
2 èìàìå

ε
(1)
nl =

Z4α2

2n3
E0

(
3

4n
− 1

l + 1

)
. (5.18)
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Çà l = 1, 2, . . . è j = l − 1
2 èìàìå

ε
(1)
nl =

Z4α2

2n3
E0

(
3

4n
− 1

l

)
. (5.19)

Òåçè ôîðìóëè ìîãàò äà áúäàò îáîáùåíè â åäíà îáùà ôîðìóëà:

ε
(1)
nl =

Z4α2

2n3
E0

(
3

4n
− 1

j + 1
2

)
, (5.20)

êîÿòî ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Çîìåðôåëä çà ôèíàòà ñòðóêòóðà.

È òàêà, ñúñòîÿíèåòî íà âîäîðîäíèÿ àòîì ñ åíåðãèÿ En, äàäåíà ñ ôîðìóëà (5.8),
èìà èçðàæäàíå ñ êðàòíîñò 2n2 (2 îò ñïèíà, à n2 îò èçðàæäàíåòî ïî l = 0, 1, 2, . . . , n−1
è m = −l,−l + 1, . . . , l):

n−1∑
l=0

l∑
m=−l

1 =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
n−1∑
l=0

l +
n−1∑
l=0

1 = n(n− 1) + n = n2, (5.21)

Ñ ðåëàòèâèñòè÷íàòà ïîïðàâêà íà Çîìåðôåëä (5.20) èçðîäåíèòå íèâà ñå ðàçöåïâàò

ñïîðåä ñòîéíîñòòà íà ïúëíèÿ úãëîâ ìîìåíò j:

En,j = −E0

2

Z2

n2

[
1 +

Z2α2

n

(
1

j + 1
2

− 3

4n

)]
. (5.22)

Òîâà ðàçöåïâàíå íà íèâàòà ñå íàðè÷à ôèíà ñòðóêòóðà íà àòîìíèòå ñïåêòðè, îò-

òóê è èìåòî íà êîíñòàíòàòà α. Çà âñÿêî äàäåíî ãëàâíî êâàíòîâî ÷èñëî n áðîÿò íà

ðàçöåïåíèòå íèâà ñå îïðåäåëÿ îò j, ñ n íà áðîé âúçìîæíè ñòîéíîñòè

j = 1
2 ; 3

2 ; 5
2 ; · · · ; n− 1

2 . (5.23)

Î÷åâèäíî å, ÷å èçðàæäàíåòî ñå ñâàëÿ ñàìî ÷àñòè÷íî, çàùîòî ïðè ôèêñèðàíè n è j
èìà 2 âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà îðáèòàëíèÿ ìîìåíò l: l = j ± 1

2 , êîèòî èìàò ðàâíè

åíåðãèè.

Âúç îñíîâà íà êàçàíîòî ïî-ãîðå, ñúñòîÿíèÿòà íà âîäîðîäíèÿ àòîì ñå íàðåæäàò

ïî íàðàñòâàíå íà åíåðãèÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí (îòäîëó ↑ íàãîðå):

...

E3, 5
2

: 2d 5
2
, (5.24à)

E3, 3
2

: 3p 3
2
, 3d 3

2
, (5.24á)

E3, 1
2

: 3s 1
2
, 3p 1

2
, (5.24â)

E2, 3
2

: 2p 3
2
, (5.24ã)

E2, 1
2

: 2s 1
2
, 2p 1

2
, (5.24ä)

E1, 1
2

: 1s 1
2
. (5.24å)
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Ñâðúõôèíà (õèïåðôèíà) ñòðóêòóðà

Ïðîòîíúò å çàðåäåíà ÷àñòèöà ñúñ ñïèí s = 1
2 è ñëåäîâàòåëíî ïðèòåæàâà ìàãíèòåí

ìîìåíò

µp = gpµpsp, (5.25)

êúäåòî gp ≈ 5.59 å æèðîìàãíèòíîòî ÷èñëî çà ïðîòîíà, sp å ñïèíúò íà ïðîòîíà, à

µp ≡ µN = h̄e/(2mpc å ÿäðåíèÿò ìàãíåòîí, êîéòî å mp/me ≈ 1836 ïúòè ïî-ìàëúê îò

ìàãíåòîíà íà Áîð. Ñúãëàñíî êëàñè÷åñêàòà åëåêòðîäèíàìèêà ìàãíèòíèÿò ìîìåíò íà

ïðîòîíà ñúçäàâà ìàãíèòíî ïîëå îò âèäà

B =
1

cr3
[3(µp.er)er − µp] +

8π

3c
µpδ

3(r), (5.26)

êúäåòî er = r/r. Ôèçè÷åñêè ìîæåì äà ñè îáÿñíèì ïðèñúñòâèåòî íà äåëòà-ôóíêöèÿòà

êàòî ñè ïðåäñòàâèì ïðîòîíà êàòî ìèíèàòþðåí òîêîâ êðúã, ñúçäàâàù ìàãíèòíî ïî-

ëå, êàòî âñè÷êè ìàãíèòíè ëèíèè, ñúçäàâàíè îò íåãî, òðÿáâà äà ìèíàâàò ïðåç òîçè

ìèíèàòþðåí êðúã. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ðàçìåðúò íà òîçè òîêîâ êðúã êëîíè êúì íó-

ëà, ìàãíèòíîòî ïîëå â òàçè òî÷êà ùå êëîíè êúì áåçêðàéíîñò, êîåòî ñå îïèñâà îò

äåëòà-ôóíêöèÿòà.

Õàìèëòîíèàíúò, îïèñâàù âçàèìîäåéñòâèåòî íà åëåêòðîíà ñ òîâà ìàãíèòíî ïîëå

è ðàçãëåæäàí êàòî ïåðòóðáàöèÿ, å

Vµ = −µe.B, (5.27)

êúäåòî

µe = geµese, (5.28)

êúäåòî ge ≈ −2 çà åëåêòðîíà, se å ñïèíúò íà åëåêòðîíà, à µe = h̄e/(2mec) å ìàãíå-
òîíúò íà Áîð. Ñëåäîâàòåëíî ïåðòóðáèðàùèÿò Õàìèëòîíèàí å

Vµ = −geµegpµp
3(sp.er)(se.er)− (se.sp)

cr3
− 8πgeµegpµp

3c
(se.sp)δ

3(r). (5.29)

Òóê ïðåíåáðåãâàìå âçàèìîäåéñòâèåòî íà ñïèíà íà ïðîòîíà ñ ìàãíèòíîòî ïîëå, ãåíå-

ðèðàíî îò îðáèòàëíèÿ ìîìåíò íà åëåêòðîíà. Ñëåäîâàòåëíî ðåçóëòàòèòå ñà âàëèäíè

çà eëåêòðîííè ñúñòîÿíèÿ ñ îðáèòàëåí ìîìåíò l = 0.
Ñúãëàñíî òåîðèÿòà íà ñòàöèîíàðíèòå ïåðòóðáàöèè îò ïúðâè ðåä ïîïðàâêàòà êúì

åíåðãèÿòà íà åëåêòðîíà å

ε
(1)
nlm = 〈ψnlm|Vµ|ψnlm〉. (5.30)

Ïîíåæå ðàçãëåæäàìå ñúñòîÿíèÿ ñ l = 0, èìàìå m = 0. Íåêà îñâåí òîâà ðàçãëåäàìå

ñàìî îñíîâíîòî ñúñòîÿíèå 1s 1
2
, êîåòî èìà n = 1. Òîãàâà

ε
(1)
nl = −geµegpµp

〈
3(sp.er)(se.er)− (se.sp)

cr3

〉
− 8πgeµegpµp

3c
〈se.sp〉|ψ100(0)|2. (5.31)

Èìàìå |ψ100(0)|2 = 4/a3, êúäåòî a = h̄2/(me2) = 0.529 × 10−10 m å àòîìíàòà åäèíè-

öà çà äúëæèíà (ðàäèóñ íà Áîð). Îñíîâíîòî ñúñòîÿíèå íà âîäîðîäíèÿ àòîì |ψ100〉 å
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ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íî è çàòîâà ïúðâèÿò ÷ëåí â ε
(1)
nlm å ðàâåí íà íóëà ïîðàäè ñèìåò-

ðèÿòà. Òàêà ïîëó÷àâàìå

ε
(1)
100 = −32πgeµegpµp

3ca3
〈se.sp〉. (5.32)

Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâàòà ñïèíà

〈se.sp〉. Èçïîëçâàìå àðãóìåíòè, ïîäîáíè íà òåçè ïðè ëèíåéíèÿ åôåêò íà Çååìàí.

Âúâåæäàìå ïúëíèÿ ñïèí íà âîäîðîäíèÿ àòîì

s = se + sp. (5.33)

Ïîíåæå s2 = s2e + s2p + 2se.sp, èìàìå

〈se.sp〉 =
〈s2 − s2e − s2p〉

2
=
s(s+ 1)− se(se + 1)− sp(sp + 1)

2
=
s(s+ 1)− 3

2

2
, (5.34)

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè, ÷å se = sp = 1
2 . Ïîëóàâàìå îêîí÷àòåëíî

ε
(1)
100 = ε

2s(s+ 1)− 3

4
, (5.35)

êúäåòî ε ≈ 5.88 µeV. Âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ïúëíèÿ ñïèí ñà s = 0 (ñèíãëåò) è

s = 1 (òðèïëåò). Â òåçè äâà ñëó÷àÿ èìàìå

ε
(1)
100(s = 0) = −3

4ε, ε
(1)
100(s = 1) = 1

4ε. (5.36)

Ñ äðóãè äóìè, âñëåäñòâèå íà ñïèí-ñïèí âçàèìîäåéñòâèåòî íà åëåêòðîíà è ïðîòîíà

ñèíãëåòíîòî è òðèïëåòíîòî ñúñòîÿíèÿ íà îñíîâíîòî íèâî íà âîäîðîäíèÿ àòîì 1s 1
2

ñå ðàçöåïâàò: ñèíãëåòíîòî ñå ïîíèæàâà ñ −3
4ε, à òðèïëåòíîòî ñå ïîâäèãà ñ

1
4ε. Òîâà

ïðåäñòàâëÿâà ñâðúõôèíàòà ñòðóêòóðà íà îñíîâíîòî íèâî íà âîäîðîäíèÿ àòîì.

Ðàçöåïâàíåòî ìåæäó ñèíãëåòíîòî è òðèïëåòíîòî ñúñòîÿíèå å ε ≈ 5.88 µeV, êî-
åòî å îêîëî me/mp ïúòè ïî-ìàëêî îò òèïè÷íîòî ðàçöåïâàíå íà íèâàòà ïðè ôèíàòà

ñòðóêòóðà. Àêî êîíâåðòèðàìå åíåðãèÿ â äúëæèíà íà âúëíàòà, λ = h̄c/ε, ïîëó÷àâàìå

λ = 21.1 cm. (5.37)

Òîâà å äúëæèíàòà íà âúëíàòà íà ðàäèàöèÿòà, èçëú÷âàíà îò âîäîðîäíèÿ àòîì ïðè

âúçáóæäàíå îò ñèíãëåòíîòî ñúñòîÿíèå êúì òðèïëåòíîòî ñúñòîÿíèå âñëåäñòâèå íà

óäàðè ìåæäó âîäîðîäíèòå àòîìè, ïîñëåäâàíî îò ïðåõîä êúì ñèíãëåòíîòî ñúñòîÿíèå.

Òîâà å ïðî÷óòàòà â ðàäèîàñòðîíîìèÿòà äúëæèíà íà âúëíàòà 21.1 cm, èçïîëçâàíà

ïðåç 1950-òå ãîäèíè çà îòêðèâàíåòî íà ñïèðàëíà ñòðóêòóðà íà íàøàòà ãàëàêòèêà.

Â ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëåí àòîì ôîðìóëèòå (5.34) è (5.35) ñå çàìåíÿò ñ

ε
(1)
nlm = A[F (F + 1)− I(I + 1)− J(J + 1)], (5.38)

êúäåòî A å êîíñòàíòà, êîÿòî ñå îïðåäåëÿ â ïîâå÷åòî ñëó÷àè åêñïåðèìåíòàëíî. I å

ïúëíèÿò ñïèí íà ÿäðîòî (ñóìàòà îò ñïèíîâåòå íà âñè÷êè ïðîòîíè è íåóòðîíè), J å

ïúëíèÿò úãëîâ ìîìåíò íà åëåêòðîíèòå (ñóìà îò îðáèòàëíèòå è ñïèíîâèòå ìîìåíòè),

à F å îáùèÿò ñïèí íà ÿäðîòî è åëåêòðîíèòå.



5.3. ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÈÒÅ ÏÅÐÒÓÐÁÀÖÈÈ: ÏÐÈÌÅÐÈ 7

Åôåêò íà êðàéíèÿ ðàçìåð íà ÿäðîòî

Ïðîòîíúò å ìíîãî ïî-ìàëúê îò ðàäèóñà íà Áîð a, íî íå å ìàòåðèàëíà òî÷êà. Íåêà

äà ïðåïîëîæèì, ÷å çàðÿäúò íà ïðîòîíà (èëè ÿäðîòî çà âîäîðîäîïîäîáíèòå éîíè) å

ðàçïðåäåëåí õîìîãåííî â êúëáî ñ ðàäèóñ R (R � a). Òîãàâà êîðåêöèÿòà VR(r) êúì
Êóëîíîâèÿ ïîòåíöèàë V0(r) = −Ze2/r å

VR(r) = −Ze
2

2R

(
3− r2

R2

)
+
Ze2

r
(çà r < R) (5.39)

è VR(r) = 0 çà r > R. Ïîïðàâêàòà êúì åíåðãèÿòà íà îñíîâíîòî ñúñòîÿíèå ψ100

ñúãëàñíî òåîðèÿòà íà ñòàöèîíàðíèòå ïåðòóðáàöèè îò ïúðâè ðåä å

ε
(1)
1 = 〈ψ100(r)|VR(r)|ψ100(r)〉 =

∫ R

0
|ψ100(r)|2VR(r)r2dr. (5.40)

Ïîíåæå R � a, ìîæåì äà çàìåñòèì â èíòåãðàëà ψ100(r) ñ ψ100(0) = 2(Z/a)
3
2 è äà

ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà. Ïîëó÷àâàìå

ε
(1)
1 = |ψ100(0)|2Ze2

∫ R

0

[
− 1

2R

(
3− r2

R2

)
+

1

r

]
r2dr (5.41)

=
4Z4e2

a3

∫ R

0

[
−3r2

2R
+

r4

2R3
+ r

]
d =

4Z4e2

a3

[
−R

2

2
+
R2

10
+
R2

2

]
(5.42)

=
2Z4e2R2

5a3
=

2Z4

5

R2

a2
E0, (5.43)

êúäåòî å èçïîëçâàíî, ÷å a = h̄2/(me2) è E0 = me4/h̄2. Ïîíåæå R/a ∼ 10−5 çà

âîäîðîäíèÿ àòîì, òàçè ïîïðàâêà å ìíîãî ìàëêà çà íåãî. Çà âîäîðîäîïîäîáíèòå àòîìè

îáà÷å òÿ ìîæå äà íàðàñòíå, ïîíåæå Z > 1, à ñúùî òàêà è ðàäèóñúò R íàðàñòâà.


